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Uvod
U ovom radu bavit c´emo se generalizacijom. Generalizacija je vazˇan aspekt u matematici koja prozˇima
sve nastavne cjeline na svim razinama. Suprotno onome sˇto vec´ina ljudi misli, generalizacija se mozˇe vi-
djeti, cˇak i u male djece (vec´ u vrtic´u) i nastavlja se kroz cijelo sˇkolovanje. Generalizacija je prijelaz s
razmatranja danog skupa objekata na odgovarajuc´e razmatranje njegovog nadskupa. Ona zapocˇinje kada
dobijemo osjec´aj o osnovnom uzorku.
Kada govorimo o generalizaciji, nemoguc´e je izbjec´i ’drugu stranu novcˇic´a’, specijalizaciju, odnosno
proucˇavanje odredenog slucˇaja kako bi dobili osjec´aj o sˇiroj klasi. Specijalizacija se koristi za prikuplja-
nje dokaza, na temelju kojih stvaramo generalizaciju. Izrazˇavajuc´i uzorak koji nasluc´ujemo, stvaramo
pretpostavku koju dodatna specijalizacija mozˇe podrzˇati ili opovrgnuti. Proces opravdanja pretpostavke
ukljucˇuje viˇse generalizacije s promjenom naglaska s nagadanja onoga sˇto bi moglo biti tocˇno u poimanje
zasˇto bi to moglo biti tocˇno. Svaki put kada se susretnemo s generalizacijom vrijedi pokusˇati krenuti s
konkretnim slucˇajevima (specijalizacijom).
U ovom radu, pomoc´u zadataka namijenjenih ucˇenicima i nastavnicima, upoznat c´emo se s genera-
lizacijom. Radec´i na zadacima, a ne samo cˇitajuc´i tekst, izazvat se c´e pitanje vlastitog razumijevanja
algebarskog miˇsljenja te oblikovanje vlastitih zadataka. Vrlo je vazˇno, da se radi na zadacima kako bi
imali neposredno iskustvo o tome sˇto tekst isticˇe.
Ako ste nastavnik matematike, mozˇete pronac´i nacˇin rada koji c´e imati utjecaj na vasˇ razred. Od
nastavnika se ocˇekuje da prilagode i mijenjaju strukturu i prezentaciju zadataka za ucˇenike, kako bi bili
u skladu s njihovim moguc´nostima i iskustvima. Vazˇno je da ucˇenici u zadacima ukljucˇe sebe te izmjene
zadatak.
Takoder je vazˇno da si uzmete vremena za rad na zadacima, cˇak i ako oni izgledaju jednostavno.
Ukoliko se zadaci cˇine pretesˇki, mozˇete koristiti predlozˇene strategije (sˇto ucˇiniti kada zaglavimo). U
svakom slucˇaju, predlozˇene strategije mogu koristiti ucˇenici razlicˇitih uzrasta. Takoder, valja naglasiti da
rad nudi jedno od mnogo moguc´ih rjesˇenja.
Prvo i drugo podglavlje fokusira se na moguc´nosti izrazˇavanja generalizacije s obzirom na razlicˇite
kontekste (brojeve, dijagrame, svakodnevni zˇivot).
U trec´em poglavlju, prolazimo kroz dane zadatke, tako da je objasˇnjen svaki korak u kojemu koristimo
prethodno naucˇene strategije.
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1 Prvi susret s izrazˇavanjem generalizacije
Svaki ucˇenik koji zapocˇinje sˇkolu mozˇe pokazati moc´ generalizacije i zakljucˇivanje iz pojedinih slucˇajeva,
sˇto je korijen algebre.
Izrazˇavanje generalizacije je prirodni i dio ljudskog zakljucˇivanja. Algebra omoguc´uje formiranje gene-
ralizacije iz iskustva s brojevima i racˇunanjem, formiranje u smislu simbola i upoznavanje pojma uzoraka.
Srzˇ pedagosˇkog problema je omoguc´avanje ucˇenicima da upotrijebe svoju intuiciju u izrazˇavanju genera-
lizacije.
Prva tri podpoglavlja gledaju izrazˇavanje opc´enitosti na temelju uzoraka brojeva, grafova i sakodnev-
nog zˇivota.
U zadacima c´e se trazˇiti da se napiˇsu brojevi. Vazˇno je da se zaista zapisuju, iz razloga sˇto postoji
znacˇajna razlika izmedu zamiˇsljenog broja i zapisanog broja.
1.1 Izrazˇavanje generalizacije u brojevima
Zadatak 1.1.1 Zapiˇsite broj koji je za 1 vec´i od viˇsekratnika broja 10. Zapiˇsite drugi. Zapiˇsite josˇ jedan.
Koji su njegovi ostaci kada ih dijelimo sa 10?
Bitno je da ucˇenici zapiˇsu te brojeve. Nije bitan konkretan odgovor, nego odgovor svih ucˇenika tj. sˇto
c´e primijetiti o sebi u izvrsˇavanju zadatka. Ucˇenici nakon prva dva broja postanu odvazˇniji na temelju
iskustva iz prva dva broja. U ovom je zadatku svrha pomoc´i ucˇenicima kako bi postali svjesni da u
bilo kojoj situaciji kad ih se pita za primjer imaju veliki izbor. Nije stvar u izboru koji im prvi padne
na pamet nego da razmisle o cijelom skupu s kojim se raspolazˇe. Prilikom izbora trebaju biti svjesni o
postojnju beskonacˇno mnogo moguc´nosti, a da pri tome postoji metoda njihove konstrukcije i temelje za
izrazˇavanje generalizacije.
Dok je generaliziranje prirodno, ucˇenicima treba vremena kako bi primijetili svoj smisao za generalizaciju,
te im treba vremena da je izraze i ojacˇaju tu sposobnost.
Zadatak 1.1.2 Malo je dijete primijetilo kako je 3 + 5 = 5 + 3 i 2 + 4 = 4 + 2, te da je ’bilo sˇto plus
bilo sˇto je bilo sˇto plus bilo sˇto’. Sˇto je dijete najvjerojatnije pokusˇalo izraziti?
Izjava se mozˇe protumacˇiti, na primjer, da uzmemo ’bilo sˇto’ kao neovisnost (na primjer 3 + 5 = 17 + 22),
no cˇini se u potpunosti moguc´e da dijete razmiˇslja na ovaj nacˇin. Vjerojatnije tumacˇenje je to da ako
odaberemo bilo koja dva broja onda c´emo dobiti isti odgovor, bez obzira u kojem ih redoslijedu zbrojili.
Djetetova izjava je generalizacija, nadilazi posebne slucˇaje i bavi se sa beskonacˇno mnogo moguc´ih
slucˇajeva. Svaki izraz za generalizaciju, kao u ovom slucˇaju, treba se analizirat kako bi se izbjeglo po-
gresˇno razumijevanje. Cˇesto prvim pokusˇajem izrazˇavanja generalizacije dobijemo sˇiroki spektar, stoga
je bitno da se bilo koji dobiveni izraz treba tretirati kao pretpostavka, kao nesˇto sˇto bi trebali provjeriti
i opravdati. Algebra nam pomazˇe kako bi sˇto preciznije izrazili generalizaciju, a kasnije i zakljucˇili o
svojstvima brojeva.
Zadatak 1.1.3.a Ako trebamo pomnozˇiti 32 s 18, u glavi, kako bi to mogli napraviti?
Ako to moramo pomnozˇiti u glavi mozˇemo 32 rastaviti na 30+2 i pomnozˇiti s 18 ili 18 razmatrati kao
20− 2 i pomnozˇimo oba broja s 32, te ih onda oduzeti.
Jasno je kako se od ucˇenika ne ocˇekuje da zapamte sve moguc´e kalkulacije brojeva u skladu sa uzorkom
kao sˇto je (30 + 2) · nesˇto. Umjesto toga, od njih se ocˇekuje da razaberu ’opc´u metodu’.
Sljedec´i se zadatak bavi moguc´im varijacijama na ovu temu.
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Zadatak 1.1.3.b Sˇto se mozˇe promijeniti u zapisu (30 + 2) · nesˇto, a pritom je i dalje od pomoc´i u
mnozˇenju u glavi?
Mozˇda je najistaknutija varijacija u deseticama: (30 + 2) · nesˇto predlazˇe (40 + 2) · nesˇto, (50 + 2) · nesˇto
itd. Svijest o moguc´oj promijeni je svijest o opc´oj metodi tj. generalizaciji. Nadalje, tu smo vec´ izrazili
generalizaciju uvodenjem drugog broja (18 prelazi u nesˇto), nije vazˇno koji je drugi broj jer je laksˇe
mnozˇiti kada se brojevi rastave nego kada pokusˇamo mnozˇiti izravno. Jednostavnije je kada dani broj
rastavimo na desetice plus jedinice. Umjesto rastavljanja desetice plus 6 ili vec´eg broja, mozˇemo rastaviti
na oduzimanje od 1 do 4. Postoje tri razlicˇita svojstva, za zadatak, koja se mogu promijeniti: desetice,
’dodani broj’ (jedinice) i broj s kojim mnozˇimo.
Zadatak 1.1.3.c Sˇto je generalizirano u prethodnim zadacima? Pokusˇajmo izraziti tu generalizaciju.
Dosta je tesˇko verbalno izraziti generalizaciju. Jedan od pokusˇaja generalizacije mozˇe biti ’mnozˇenje u
glavi se mozˇe jednostavnije izvrsˇiti tako da barem jedan od brojeva zamijenimo s najblizˇim brojem s
kojim je jednostavnije mnozˇiti’. Uocˇimo da smo u izjavi ukljucˇili generalizaciju povezivanje barem jednog
broja s priblizˇnim brojem nije specijalan slucˇaj, vec´ generalan.
Sljedec´i zadatak izaziva ucˇenike da koriste intuiciju kako bi generalizirali.
Zadatak 1.1.4.a Popunite cˇetvrti red u sljedec´em nizu aritmeticˇkih izjava:
(3 + 2) · (3− 2) = 32 − 4
(4 + 2) · (4− 2) = 42 − 4
(5 + 2) · (5− 2) = 52 − 4
(6...
Je li to tocˇno? Sˇto mislite sˇto slijedi?
Vec´ina ljudi zna sˇto slijedi: ’+’, pa onda ’2’ u zagradi itd. I sljedec´i red i red nakon njega... Kada radimo
na ovakvim zadacima cˇesto postoji pretpostavka da bi ucˇenici trebali vidjeti sˇto ucˇitelji vide. Buduc´i
da svatko gleda zadatak na svoj nacˇin, ucˇenici ne moraju uvijek vidjeti ono sˇto vide i ucˇitelji. Vazˇno
je da ucˇenici imaju vremena razmisliti, formulirati i pokusˇati izraziti generalizaciju sebi, prije nego sˇto
prezentiraju cijelom razredu. Prakticiranjem ovakvih zadataka ucˇenici postaju svjesniji generalizacije, te
tako izrazˇavanje generalizacije postaje navika.
Stoga je ponuden sljedec´i zadatak kao upoznavanje sa izrazˇavanjem generalizacije.
Zadatak 1.1.4.b Dovrsˇite zadane redove po uzoru na prethodni zadatak:
(37...
(987654321...
Ucˇenici prvo mogu zapisati nekoliko redova koji prate zadanu formu da obrate pozornost na ono sˇto se
mijenja i na ono sˇto ostaje isto. Sˇto nam pomazˇe kako bi otkrili uzorak i zatim ga generalizirali.
Koriˇstenje vrlo velikih brojeva koji su namjerno zastrasˇujuc´i, kada je u pitanju obavljanje aritmeticˇkih
izracˇuna s njima, je dobar nacˇin da se potakne ucˇenike da budu svjesni generalizacije i da ju upotrijebe.
Dok se krec´emo iz reda u red, nasˇe oko prirodno razlikuje stvari koje ostaju svaki put iste i stvari koje
se mijenjaju. U prethodno zadatku vidimo da se ponavlja izraz ( +2), ·, ( −2), = i −4. Naglasˇavanjem
sˇto se mijenja i svjesno ignorirajuc´i sˇto ostaje isto priziva prirodnu sposobnost da otkrije sˇto se mijenja
i mozˇemo li imati drugacˇiju vrijednost.
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Pronadeni uzorak ne prati niz prebrojavanja brojeva jednog po jednog, nego gledanjem sˇto nam govori
svaki red:
”
Produkt od ’nesˇto’ plus 2 puta ’to isto’ minus 2 je razlika izmedu njegovog kvadrata i 4“.
Primijetimo koliko je tesˇko iskazati generalizaciju rijecˇima zbog probleme koji se odnosi na nesˇto opc´enito
viˇse, od jednog. Koriˇstenjem simbola cˇini izraz puno razumljivijim. Stoga c´emo za vrijednosti koje se
mijenjaju uvrstiti  i dobijemo
(+ 2) · (− 2) = 2 − 4.
Time zakljucˇujemo da kvadratic´ nije fiksan broj, nego on oznacˇava promjenjivu vrijednost. Koriˇstenjem
kvadratic´a dosˇli smo do izraza koji je generaliziran i koji cˇini generalizaciju puno jasnijom. No, treba
naglasiti da je navedeni uzorak samo pretpostavka jer smo ga dobili na temelju intuicije, na sˇto se ne
mozˇemo osloniti.
Zamisli broj Igra ”Zamisli broj” se vec´inom odnosi na brojeve s kojima ucˇenici mogu ugodno raditi
aritmetiku, a to su obicˇno cijeli brojevi. Kalkulator mozˇe biti koristan u zapisivanju specificˇnih brojeva
ili za prosˇirenja raspona brojeva. U razlicˇitim oblicima, Zamisli broj se koristi josˇ od srednjeg vijeka.
Adolescenti su cˇesto zainteresirani za matematicˇke sposobnosti da predvide odgovore nakon niz komplek-
snih izracˇuna. No naravno, u svemu tome nam pomazˇe algebra.
Zadatak 1.1.5. Zamislite broj od 1 do 10. Ja vam dodam josˇ toliko. Prijatelj vam da josˇ 4. Pola
bacite u vodu i meni vratite moje. Ostalo vam je 2!
Odgovor je uvijek 2, bez obzira s kojim brojem zapocˇeli. Jedan od pristupa rjesˇavanja ove igre je da se
krec´emo po brojevnom pravcu, a drugi je pristup da zamislimo broj u glavi. Naravno, kraj mozˇe varirati
s obzirom na racˇunske operacije.
Moramo se zapitati, kako odgovor mozˇe biti neovisan o pocˇetnom broju? Iako svaki od sudionika zapocˇinje
igru odredenim brojem, voditelj ne zna koji je broj odabrao svaki sudionik i zapocˇinje simbolom koji pred-
stavlja odabrani broj. Da bi vidjeli zasˇto, zapiˇsimo broj koji smo odabrali (odredeni broj, neka je to 7).
Sada zapiˇsimo svaki sljedec´i izracˇun kako bi napravili listu, jedan ispod drugog, kao aritmeticˇku operaciju
bez izracˇunavanja.
7
7 + 7
7 + 7 + 4
(7 + 7 + 4) : 2
(7 + 7 + 4) : 2− 7
Sada umjesto odabranog broja napiˇsimo kvadratic´. Moramo pripaziti da ne zamijenimo brojeve koji
su zadani u zadatku s kvadratic´em. Ucˇinimo sve sˇto mozˇemo ucˇiniti (aritmeticˇki) s brojevima u svom
zavrsˇnom koraku.

+
2+ 4
(2+ 4) : 2 = + 2
+ 2− = 2
Time smo pokazali da bez obzira na pocˇetni broj, koji predstavlja kvadratic´, sve se poniˇsti i ostane 2.
Na jednostavan nacˇin mozˇemo napraviti vlastitu ’igru’ Zamisli broj. Sˇto je igra kompliciranija, bit c´emo
ovisniji o manipulaciji izraza kako bi ga pojednostavili. Jedan od izraza za dobar Zamisli broj je taj da
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gradi komplicirani izraz, a onda ga poniˇsti na neocˇigledan nacˇin. Na primjer:
Zamisli broj, dodaj 2; pomnozˇi s brojem koji ste zamislili; dodaj 1; uzmite korijen broja; oduzmi broj
koji ste zamislili; ostane vam 1.
1.2 Izrazˇavanje generalizacije u dijagramima i slikama
Ovo potpoglavlje se nastavlja na temu izrazˇavanja generalizacije, ali u kontekstu ocˇitavanja dijagrama i
niza slika. Poziva na moc´ zamiˇsljanja. Dijagrami su otvoreni za razlicˇite nacˇine cˇitanja koji vode prema
razlicˇitim rezultatima.
1.2.1 Generalizacija u dijagramima
Sljedec´i zadatak trazˇi da se zamisli dijagram za svaki od navedenih slucˇajeva.
Zadatak 1.2.1. Sˇto je opc´enito u svakoj od navedenih tvrdnji?
• Zbroj kutova bilo kojeg trokuta koji lezˇi u ravnini je 180◦.
• Ako su poznate duljine triju stranica trokuta, tada se mozˇe konstruirati jedinstveni trokut.
U prvoj izjavi mozˇe biti bilo koji trokut, koliko god ekstreman on bio. U drugoj izjavi te tri stranice
moraju pripadati tocˇno jednom trokutu, ali izjava je takoder opc´enita.
Cˇesto je generalizacija unutar izjava skrivena u rijecˇima kao sˇto su bilo koji i jedinstveni (tocˇno odredeni).
Rijecˇ bilo koji mozˇe se odnositi na proizvoljno odabrani objekt.
Prilike za iskazivanje generalizacije nastaju koriˇstenjem jednostavnih dijagrama. Na primjer, ako imamo
dvije duzˇine ili dva daske, te ih stavimo jedanu do druge i dobijemo zbroj te dvije daske. Mozˇemo staviti
bilo koju od dvije daske kao prvu, a zatim drugu dasku.
Slika 1.
Na slici mozˇemo vidjeti da redoslijed slaganja dasaka ne utjecˇe na zbroj njihovih duljina. Ovakvim
prikazom djeca mogu sama doc´i do zakljucˇka da neovisno o redoslijedu zbrajanja dva broja rezultat c´e
uvijek biti isti i time upoznati jedno od osnovnih pravila aritmetike, komutativnost.
Slicˇan prikaz mozˇemo primijeniti i na mnozˇenje. Mozˇemo izbrojati koliko kvadrata ima u pojedinom
retku i koliko ima redaka ili mozˇemo izbrojati koliko kvadrata imamo u pojedinom stupcu i koliko ima
stupaca.
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Slika 2.
1.2.2 Generalizacija slikovnih nizova
Moguc´nost generalizacije nastaje kada se slijed objekta mozˇe brojati.
Zadatak 1.2.2.a Odredite kako c´e se nastaviti niz slika?
Slika 3.
Najbolji nacˇin da odredimo slikovni niz jest da nacrtamo josˇ neke slike sami kako bi uocˇili pravilnost,
a zatim kako bi postali svjesni kako ih brojati. Kada budemo mogli verbalno izraziti kako se niz nastavlja
imao prvi izraz generalizacije. Obicˇno postoji mnogo razlicˇitih nacˇina gledanja pomoc´u kojih brojimo
sˇto nam daje priliku za kreativnost. Smisao brojanja u pojedinim slucˇajevima je postati svjestan kako
brojimo. Katkad je jednostavnije nacrtati sliku kako bi prikazali kako brojimo nego opisati rijecˇima.
Ovdje c´emo prikazati samo dva, od njih mnogo, nacˇina na koje mozˇemo brojati niz.
• 1. nacˇin
Slika 4.
Prva slicˇica u nizu ima jednu ciglu. Druga slicˇica prikazuje jednu ciglu s jednim parom, trec´a
prikazuje jednu ciglu s dva para...
• 2. nacˇin
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Slika 5.
Mozˇemo gledati kao da imamo dva reda gornji i donji red. Donji red ima uvijek jednu ciglu viˇse
nego gornji. Broj cigli u donjem redu odgovara broju slike, dok gornji ima jednu ciglu manje od
broja slike.
Algebarsko razmiˇsljanje je vec´ zapocˇelo. Kako smo pronasˇli nacˇin brojanja bit c´emo u moguc´nosti
pronac´i broj cigli u pojedinom slucˇaju.
Zadatak 1.2.2.b Koliko pojedina slika ima cigala?
Cilj ovog zadatka je doc´i do zakljucˇka kako opc´enito izbrojati cigle na pojedinoj slici. Broj slicˇice oznacˇit
c´emo s kvadratic´em ().
• 1. nacˇin.
Broj parova imamo za jedan manje od broja slike tj. 2(− 1) i josˇ dodamo jednu pocˇetnu ciglu, te
dobijemo 2(− 1) + 1 = 2− 1.
• 2. nacˇin.
U donjem redu je broj cigli jednak broju slike, dok gornji red ima jednu ciglu manje tj. +(−1) =
2− 1.
Kada se izrazˇava generalizacija, kao sˇto je u prethodnom zadatku, jako je vazˇno da bude jasan status
izraza. Je li to nagadanje ili imamo nacˇin da to opravdamo? ’Dva reda cigli, jednu uklonimo iz gornjeg
reda’ predstavlja obrazlozˇenje. Medutim, uvijek je mudro provjeriti pretpostavku, cˇak i kada smo gotovo
sigurnu u nju, na jedan ili dva primjera, zato sˇto mozˇe doc´i do gresˇke u promatranju uzorka. Ponavljanjem
ovakvih zadataka ucˇenici stjecˇu samopouzdanje i postaju odvazˇniji u otkrivanju uzorka.
Ucˇenici, takoder, mogu sami stvoriti niz slika te pokusˇati doc´i do uzorka. Niz slika vrijednih promatranja
mozˇe doc´i iz nepredvidenih trenutaka. Primjerice, crtanjem drvec´a ucˇenici mogu razviti sˇumu koja raste
na pravilan nacˇin, kao sˇto su prikazana dva primjera na slici 6.
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Slika 6.
1.2.3 Ocˇitavanje povrsˇine
Ukupna povrsˇina velikog pravokutnika se mozˇe izraziti kao zbroj povrsˇina dva manja kvadrata. Zbroj
podrucˇja od dva manja pravokutnika je povrsˇina velikog pravokutnika. Zbog toga sˇto nije recˇeno niˇsta
specificˇno za dani pravokutnik ova je izjava opc´enita. Algebarska verzija ove generalizacije je:
Slika 7.
Ako s h oznacˇimo duljinu visine, a s a i b sˇirine, onda je povrsˇina velikog pravokutnika h(a + b) i
povrsˇina malih pravokutnika ha i hb, pa vrijedi h(a+ b) = ha+hb. Iako izrazi h(a+ b) i ha+hb izgledaju
razlicˇito, zakljucˇili smo da su ova dva izraza strogo jednaka. Ovim jednostavnim prikazom smo dosˇli do
josˇ jednog aritmeticˇkog pravila, distributivnost mnozˇenja prema zbrajanju.
Zadatak 1.2.4.a Napiˇsite najmanje dva nacˇina na koji se mozˇe rastaviti zadani oblik u pravokutnike
kako bi nasˇli njegovu povrsˇinu. Cilj je izraziti metodu koja opc´enito vrijedi za sve ’L-oblike’.
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Slika 8.
Ovdje su prikazana tri moguc´a nacˇina kako mozˇemo rastaviti L-oblik u pravokutnike. U prvom prikazu
podrucˇje oblika slova L je razlika dva pravokutnika, a u druga dva je zbroj dva pravokutnika.
Slika 8a.
Ucˇenici koristite razne metode pri rastavljanju danog oblika, neki c´e koristiti odredene brojeve, neki
c´e koristiti oblike, a oni koji imaju vec´e samopouzdanje koristiti c´e slova. Za kompliciranije oblike, cˇak i
u ravnini, nije uvijek moguc´e razaznati kako ih rastaviti na pravokutnike na najefikasniji nacˇin.
Ucˇenici se cˇesto mucˇe sa shvac´anjem kako rastaviti oblik u pravokutnike kako bi nasˇli povrsˇinu. Najbolja
praksa za ucˇenike je da sami naprave sliku sastavljenu od pravokutnika i rastave ju na minimalan broj
pravokutnika. Ucˇenici c´e prvo zapocˇeti s jednostavnim oblicima, a zatim sve tezˇim i tezˇim.
Npr.
Slika 8b.
Prvo podrucˇje je nacrtano pomoc´u dva pravokutnika koji se preklapaju, ali potrebno nam je najmanje
tri pravokutnika kako bi odredili povrsˇinu. Dok je drugo podrucˇje nacrtano pomoc´u pet pravokutnika, a
isto toliko pravokutnika je potrebno da odredimo povrsˇinu tog podrucˇja.
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Rastavljanje na kvadrate i pravokutnike daje korisno iskustvo u prepoznavanju odnosa i izrazˇavanju
generalizacije koja se odnosi na razlicˇite nacˇine racˇunanja sveukupne povrsˇine, kao sˇto prikazuje sljedec´i
zadatak.
Zadatak 1.2.4.b Interpretirajte zadani lik kao opc´e izjave o povrsˇinama, na sˇto je viˇse moguc´e
nacˇina.
Slika 9a.
Prva stvar koju treba vidjeti je da je lik sastavljen od manjih likova. Izbor razlicˇitih moguc´nosti vodi
do razlicˇitih tumacˇenja. Obrac´anje pozornosti na raspon vrijednosti koje varijabla mozˇe poprimiti je
vazˇan dio uvodenja simbola, zato sˇto je laksˇe zaboraviti potrebna ogranicˇenja.
Slika 9b.
Stranice crnog kvadrata oznacˇimo s a, a stranice svijetlo sivog kvadrata oznacˇimo s b (a i b su duljine
stranica, pa su pozitivne).
• Prvi kvadrat. Povrsˇina bijelog kvadrata umnjena za povrsˇinu svijetlo sivog kvadrata jednaka je
povrsˇini crnog kvadrata plus povrsˇini dva tamno siva pravokutnika.
Zapis pomoc´i simbola: (a + b)2 − a2 = b2 + 2ab
• Drugi kvadrat. Povrsˇina bijelog kvadrata umanjenja za povrsˇinu svijetlo sivog kvadrata jednaka je
razlici povrsˇina dva tamno siva kvadrata i potvrsˇini crnog kvadrata.
Zapis pomoc´u simbola: (a + b)2 − a2 = 2(a + b)b− b2
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• Trec´i kvadrat. Povrsˇina bijelog kvadrata jednaka je zbroju povrsˇina zatamnjenih kvadrata i oba
pravokutnika.
Zapis pomoc´u simbola: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2
• Cˇetvrti kvadrat. Ako povrsˇinu bijelog kvadrata umanjimo za povrsˇinu dvaju pravokutnika, dobivena
povrsˇina jednaka je zbroju povrsˇina zatamnjenih kvadrata.
Zapis pomoc´u simbola: (a + b)2 − 2ab = a2 + b2
Dijagrami podrucˇja su otvoreni za nekoliko razlicˇitih cˇitanja koje vode prema razlicˇitim izrazima.
1.3 Izrazˇavanje generalizacije izvan sˇkole
Ovo potpoglavlje nudi zadatake namijenjeni obrac´anju pazˇnje na izrazˇavanje generalizacije izvan sˇkole.
Kupci zˇele znati koliko c´e ih nesˇto kosˇtati, a poduzetnici moraju osmisliti politiku postavljanja cijena,
kao sˇto su popusti i popusti na kolicˇinu. Prema tome, poduzetnici koriste algebarsko razmiˇsljanje cˇak i
kad koriste kalkulator ili proracˇunske tablice.
Posˇto je koriˇstenje rijecˇi dosta komplicirano, matematicˇari koriste oznake (odnosno simbole) za pred-
mete o kojima pricˇaju. Od prvog susreta ucˇenika s algebrom ucˇenici znaju da se u algebri koriste slova.
Nazˇalost, vec´ina ucˇenika nikad ne otkriju za sˇto ta slova sluzˇe ili za sˇto se koriste. Za ucˇenike je vrlo
vazˇno da shvate bit moguc´nosti razgovaranja i manipuliranja s vrijednostima koje im josˇ nisu poznate.
Kvadratic´ koji smo upotrebljavali u odjeljku 1.1 sluzˇi kao koristan prijelaz izmedu neformalnosti rijecˇi
i formalnosti slova. Nakon odredenog vremena upotrebljavanja kvadratic´a, koriˇstenje jednog slova c´e se
vjerojatno pojaviti spontano kao smanjenje napora.
Zadatak 1.3.1. Od rijecˇi do slova
Za svaku sljedec´u recˇenicu izrazi generalizaciju pomoc´u rijecˇi i simbola:
• Biljka izraste 2cm dnevno. Zapiˇsite njezinu visinu nakon nekoliko dana.
• Brzina automobila je dva puta vec´a od brzine vlaka.
• Broj minuta u odredenom broju sati, odredenom broju dana.
• Broj dana u odredenom tjednu.
Vec´ina ucˇenika c´e krenuti s specijalizacijom kako bi uocˇili sˇto se dogada:
Koliko c´e narasti biljka za 3 dana? Dobijemo: 2 + 2 + 2 = 6→ 2 · 3 = 6.
Koliko c´e narasti biljka za 4 dana? Dobijemo: 2 + 2 + 2 + 2 = 8→ 2 · 4 = 8
Zakljucˇujemo da je visina biljke jednaka broju dana puta 2. → v(visina biljke) = 2 · n(broj dana).
Povec´avanjem samopouzdanja ucˇenici c´e pokusˇati direktno napisati izraz simbolima:
Brzina automobila va jednaka je 2 puta brzina autobusa vb → va = 2 · vb.
Jedan sat ima 60 minuta. Stoga za bilo koji broj sati h imamo 60 puta h minuta (m). → m = 60 · h
Svaki puta kada je generalizacija prvi put izrazˇena ona ima status pretpostavke, to je pokusˇaj kako bi
nesˇto izrazili. No, lako je moguc´e da postoje nedostaci ili u izrazu ili u opazˇanju toga sˇto se izrazˇava. U
matematicˇkom svijetu se sve recˇeno uzima kao pretpostavka koju treba dokazati.
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Zadatak 1.3.2.a U skladiˇstu trgovine dobivate 20% popusta, ali morate platiti porez na promet (PDV)
15%. Sˇto bi radije, oduzeli popust prije ili poslije PDV-a?
Jedan od pristupa je taj da se oba slucˇaj isprobaju na spomenutom predmetu vrijednom 100kn.
popusta 20% od 100kn je 20kn porez 15% od 100kn je 15kn
100kn− 20kn = 80kn 100kn + 15kn = 115kn
porez 15% od 80kn je 12kn popust 20% od 115kn je 23kn
konacˇna cijena 80kn + 12kn = 92kn 115kn− 23kn = 92kn
Zakljucˇujemo da neovisno sˇto prvo racˇunamo (popust ili porez) konacˇna cijena c´e biti ista.
No, ne znamo je li nasˇ zakljucˇak valjan (nismo ga dokazli), stoga on ostaje samo pretpostavka.
Zadatak 1.3.2.b ’Popust od 20% je isto kao da platimo 80% od cijene’ je specijalni slucˇaj. Pokusˇaj
generalizirati tu izjavu.
Je li slicˇno za dodavanje PDV-a?
Trebamo generalizirati izjave:
• ako oduzmemo 20% od cijene isto je sˇto i platiti 80% od cijene, tj. plac´amo 0.8 puta cijena.
• ako dodamo 15% cijeni isto je sˇto i platiti 115%, tj. plac´amo 1.15 puta cijena.
Oduzeti popust D% od orginalne cijene je isto sˇto i platiti (100 −D)% od cijene. Oznacˇimo PDV s
P. Dodajuc´i PDV je isto sˇto i platiti (100 + P )% od cijene.
Pogledajmo sljedec´e izraze:
• (100−D)% od (100 + P )% od cijene, tj. (100−D)%· (100+P)% ·C
• (100 + P )% od (100−D)% od cijene, tj. (100 + P )% · (100−D)% · C
Kako smo dobili umnozˇak postotaka i cijene znamo da u mnozˇenju nije bitan redoslijed mnozˇenja tj.
znamo da je mnozˇenje komutativno. Zakljucˇujemo da su dva dana izraza jednaka, time smo dokazali da
c´e kupac jednako platiti, bez obzira oduzme li mu se popust prije ili posije dodavanja PDV-a.
U zadatku 1.3.2 naglasak je na specijalizaciji, sˇto znacˇi okretanje prema konkretnom slucˇaju, tj.
primjeru. Iskusˇavanje pojedinih slucˇajeva je dobar nacˇin da bi smo dobili osjec´aj o tome sˇto se dogada
s danim problemom, sˇto c´e nam pomoc´i pri generalizaciji. Takoder, iskusˇavanje pojedinih slucˇajeva je
vazˇno za testiranje pretpostavke, ali nikako nije dovoljno da ju dokazˇemo, jedino ukoliko ne isprobamo sve
moguc´e slucˇajeve. Jedna od kljucˇnih tocˇaka algebre je da mozˇe ’isprobati’ beskonacˇno mnogo slucˇajeva
pomoc´u simbola.
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2 Stjecanje iskustva i izrazˇavanje opc´enitosti
Ovo nam poglavlje govori o prelasku sa slova koja su oznacˇavala opc´e brojeve prema koriˇstenju slova koji
nam govore o dosad nepoznatom broju.
2.1 Izrazˇavanje generalizacije u brojevima
2.1.1 Postoci
Opc´eniti slucˇajevi se mogu smatrati kao najmanje ogranicˇenje: uzmemo neki objekt koji c´emo proma-
trati, kao sˇto je broj, vrijednost tog broja mozˇe biti bilo koja. Zanimljive stvari se dogadaju kada na
brojeve stavimo ogranicˇenja, kao sˇto su: mora biti cijeli broj, mora biti izmedu 5 i 7, mora biti neparan
ili neki drugi uvjet. Sada c´emo iskusiti kakve posljedice ostavljaju ogranicˇenja.
Zadatak 2.1.1.a Izaberi broj, dodaj 10%. S koliko morate pomnozˇiti izabrani broj da bi rezultat bio isti?
Sˇto dogada kada umanjimo za 10%?
Ucˇenici c´e cˇesto zapocˇeti s konkretnim brojevima, te na taj nacˇin pokusˇati shvatiti kako ide racˇun prije
nego sˇto krenu na opc´i izraz.
70 · 0.1 = 7, 70 + 7 = 77 ili 70 · 1.1 = 77
70 · 0.1 = 7, 70− 7 = 63 ili 70 · 0.9 = 63
Kod postotaka je bitno da znamo da kada odredeni postotak i% dodajemo broju to je isto kao da smo
taj broj pomnozˇili s 1 + i100 . Kada oduzimamo odredeni postotak i% je isto kao da mnozˇimo s 1− i100 .
Zadatak 2.1.1.b Prvo c´emo dodati 10% i onda na to dodati josˇ 10%. Koliko je ukupno povec´anje u
postocima? Sˇto se dogodi ako povec´amo za 5%, pa onda za 10%? Generalizirajte.
Ovaj puta mozˇemo odmah koristiti simbole. Kod manipuliranja sa simbolima potrebno je samopouzda-
nje, no jednom kada shvatimo simbole moc´i c´emo njima upravljati kao i s brojevima.
Primamljivo je pretpostaviti da je spoj tih postotaka zapravo njihova suma (sˇto je najcˇesˇc´a pogresˇka
ucˇenika). No, prvo c´emo dodati 10%, pa tek onda dobivenom broju dodamo josˇ 10%.
Oznacˇimo s a i b dane postotke. Tada je zadani racˇun (1 + a100 ) · (1 + b100 ) jednak (1 + b100 ) · (1 + a100 )
jer je mnozˇenje komutativno. (1 + a100 ) · (1 + b100 ) = 1 +
a+b+ ab100
100 . Tako da je ukupni postotak povec´anja
zbroj postotaka, te njihov umnozˇak podijeljenj sa 100.
Zadatak 2.1.1.c Kada dodate odredeni postotak nekom broju, koliko morate oduzeti kako bi dobili origi-
nalni broj? Generalizirajte.
Zadatak je zapravo postavljanje veze izmedu: koje smanjenje c´e vratiti na pocˇetni broj kada smo prvo
radili povec´anje i koje povec´anje c´e vratiti na pocˇetni broj ako smo prvo radili smanjenje. Postavljamo si
pitanje koji je to inverzni ili obrnuti kljucˇ koji c´e raditi tu operaciju. Susˇtina te veze je da smanjenje treba
poniˇstiti povec´anje i obrnuto, tada treba vrijediti (1− a100 )(1 + b100 ) = 1 (nema promjene na broj). Veza
izmedu poreza i popusta kako bi dobili originalnu cijenu je zapravo primjer ogranicˇenja: prvo ogranicˇenje
(povec´anje postotka) utjecˇe na drugo ogranicˇenje (smanjenje postotka).
2.1.2 Dimenzije moguc´e varijacije
Svaki zadatak mozˇe biti prosˇiren na nacˇin da se ucˇenik bavi osnovnim moguc´nostima varijacija. U pocˇetku
ucˇenici razvijaju svoje aritmeticˇke vjesˇtine, a onda steknu dovoljno znanja da sami mogu izmiˇsljati i is-
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trazˇivati zadatke koristec´i dimenzije moguc´ih varijacija.
Zadatak 2.1.2. Zapiˇsi broj. Desno gore pomnozˇi s 3 i onda dodajte 5. Desno dolje dodaj 5, pa
pomnozˇi s 3. Ta dva rjesˇenja c´e se razlikovati za 10. Zasˇto?
Slika 10.
Isprobajmo s brojem 5.
5 · 3 + 5 = 20
(5 + 5) · 3 = 30
→ 30− 20 = 10
Pokusˇajmo napisati opc´enito (umjesto 5 stavimo a):
a · 3 + 5 = 3 · a + 5
(a + 5) · 3 = 3 · a + 15
3 · a + 5− (3 · a + 15) = 10
Time smo pokazali da je razlika 10 bez obzira koji pocˇetni broj odabrali tj. 10 je nepromjenjiv dok se
pocˇetni broj mijenja. S jedne strane, ovaj zadatak se bavi odnosom izmedu dva opc´a izraza,a s druge
strane jedan opc´i izraz povezuje rezultate dobivene razlicˇitim rutama.
Bitno je za ucˇenike da na odredenom nivou pocˇnu cijeniti i spontano shvac´ati koje su dimenzije moguc´ih
varijacija i domet dopusˇtenih promjena raspolozˇivih u svakom zadatku. U ovom zadatku dimenzije
moguc´ih varijacija ukljucˇuju 3 i 5, a operacije su zbrajanje i mnozˇenje koje se mogu mijenjati, no mozˇe
se slagati i viˇse operacija.
2.1.3 Napraviti aritmetiku smislenom
Izrazˇavanje opc´enitosti je zajednicˇko svim podrucˇjima matematike, ukljucˇujuc´i i aritmetiku. Racˇunanje
u sljedec´em zadatku mozˇe se provesti ’u glavi’ tj. dovoljna nam je mentalna aritmetika.
Zadatak 2.1.3. Specijaliziranje i generaliziranje
Spoji pojedine jednakosti lijeve strane s odgovarajuc´im opc´im izjavama s desne strane. Zatim pokazˇi da
te izjave uvijek vrijede.
14
83 · 87 = 7221 Produkt dva dvoznamenkasta broja gdje je umnozˇak desetica i
umnozˇak jedinica isti, jednak je produktu tih brojeva s njihovim
obrnutim znamenkama (zamijenimo desetice i jedinice).
26 · 31 = 62 · 13 Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja jednak je razlici kvadrata
sume ta dva broja i kvadrata razlike ta dva broja podijeljenog s
4.
36 · 76 = 2736 Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja koji imaju jednake desetice,
a zbroj njihovih jedinica je 10 jednak je umnosˇku desetice s brojem
koji je za jedan vec´i od njega, a zatim dodan produkt jedinica.
57 · 23 = (57+23)2−(57−23)24 Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja s jednakim jedinicama i s de-
seticama takvim da je njihov zbroj 10, jednak je umnosˇku desetica
zbrojenih s jedinicom, a zatim dodan kvadrat jedinica.
Produkt dva dvoznamenkasta broja, gdje je umnozˇak desetica i umnozˇak jedinica isti, jednak je
produktu tih brojeva s njihovim obrnutim znamenkama (zamijenimo desetice i jedinice)⇒ 26·31 = 62·13.
Kako bi pokazali da izjava uvijek vrijedi potrebno je napisati opc´i izraz, ukljucˇujuc´i i ogranicˇenja, te
koristiti algebarsku manipulaciju kako bi opravdali tvrdnju. Tako broj 26 mozˇemo napisati kao 20 + 6 =
2·10+6. Svaki dvoznamenkasti broj mozˇemo napisati u opc´em obliku 10A+B, gdje A oznacˇava znamenku
desetice, a B znamenku jedinice. Pa izjavu mozˇemo napisati u opc´em obliku (10A + B) · (10C + D) uz
uvjet A · C = B ·D.
Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja jednak je razlici kvadrata some ta dva broja i kvadrata razlike ta
dva broja podijeljenog s 4. ⇒ 57 · 23 = (57+23)2−(57−23)24
Ako prvi faktor oznacˇimo s x, a drugi s y, slijedi:
(x + y)2 − (x− y)2
4
=
x2 + 2xy + y2 − (x2 − 2xy + y2)
4
=
x2 + 2xy + y2 − x2 + 2xy − y2
4
=
2xy + 2xy
4
=
4xy
4
= x · y
Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja koji imaju jednake desetice, a zbroj njihovih jedinica je 10, jednak je
umnosˇku desetice s brojem koji je za jedan vec´i od njega, a zatim dodan produkt jedinica. ⇒ 83·87 = 7221
Oznacˇimo: (10A + B) · (10C + D), uz uvjete A = C, B + D = 10 ⇒ B = 10− C
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(10A + B) · (10A + D) = 100A2 + 10AD + 10AB + BD
= 100A2 + 10AD + 10A(10−D) + BD
= 100A2 + 10AD + 100A− 10AD + BD
= 100A(A + 1) + BD
Umnozˇak dva dvoznamenkasta broja s jednakim jedinicama i s deseticama takvim da je njihov zbroj 10,
jednak je umnosˇku desetica zbrojenih s jedinicom, a zatim dodan kvadrat jedinica. ⇒ 36 · 76 = 2736
Oznacˇimo: (10A + B) · (10C + D), uz uvjete B = D, A + C = 10 ⇒ A = 10− C
(10A + B) · (10C + B) = 100AC + 10AB + 10BC + B2
= 100AC + 10B(10− C) + 10BC + B2
= 100AC + 100B − 10BC + 10BC + B2
= 100AC + 100B + B2
= 100(AC + B) + B2
Dajuc´i ucˇenicima da biraju stavku iz kolekcije i da trazˇe sˇto ga izdvaja od drugih je korisno jer im pomazˇe
da razrade i postanu svjesni svoje moc´i raspoznavanja.
Verbalni izrazi navode na opc´a svojstva brojeva i njihovih umnozˇaka. Takoder, zadaci u ovom dijelu
nam sugeriraju da usavrsˇavanje aritmetike zapravo ukljucˇuje algebarsko razmiˇsljanje (svaka ’metoda’ je
zapravo generalizacija).
2.2 Izrazˇavanje generalizacije u dijagramima
2.2.1 Dijagrami i grafovi
Ukljucˇujuc´i slikovni niz, broj razlicˇitih komponenata koje su potrebne za n-tu sliku se mozˇe odrediti i
tablicˇno. Ovaj odjeljak ukljucˇuje primjere slikovnih nizova i niza brojeva.
Zadatak 2.2.1.a Zamislite pravac koji lezˇi u ravnini koja ima oznacˇene koordinatne osi. Zamislite
kopiju pravaca koja se nalazi na vrhu originala kao da ga prekriva. Sada kopiju povlacˇite prema x-osi.
Sˇto c´e se dogoditi s jednadzˇbom pravaca dok ju povlacˇite?
Pocˇnite ispocˇetka, ali povlacˇite pravac prema y-osi. Sˇto se dogada s jednadzˇbom pravaca?
Na prvu mozˇe izgledati zahtjevno ili apstraktno, ali mozˇemo izabrati tocˇno odredeni slucˇaj koji zˇelimo
promatrati. Odaberimo jednadzˇbu pravca koji c´e nam predstavljati original, npr. y = x + 3
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Slika 11.
Na temelju odabranih slucˇajeva zakljucˇujemo da koeficijent smjera uvijek ostaje isti (uvijek je 1), a
slobodni koeficijent se mijenja kako pomicˇemo pravac. Takoder, mozˇemo uocˇiti geometrijsku interpreta-
ciju danog slucˇaja. Vidimo da su svi dani pravci paralelni, pa mozˇemo pretpostaviti da su pravci paralelni
ako njihove jednadzˇbe imaju jednak koeficijent smjera.
Zadatak 2.2.1.b Zamislite pravac koji lezˇi u ravnini koja ima oznacˇene koordinatne osi. Vasˇ pravac
mora presijecati x i y os. Zamislite kopiju danog pravaca koja se nalazi na originalu kao da ga pokriva.
Sada rotirajte kopiju oko tocˇke gdje original sijecˇe y-os. Kakav ucˇinak to ima na jednadzˇbu pravaca?
Slika 11.
U ovom slucˇaju slobodni koeficijent ostaje isti, a koeficijent smjera (nagib pravaca) se mijenja, dok
je u prthodnom slucˇaju bilo obrnuto. Na grafu mozˇemo primjetiti da svi navedeni pravci prolaze kroz
tocˇku 2.
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2.2.2 Slikovni niz i prebrojavanje
U odjeljku 1.2. imali smo primjer slikovnog niza u kojem smo trebali izbrojati komponente.
Buduc´i da je ovo plodno podrucˇje istrazˇivanja za ucˇenike koji mogu izgraditi svoje slikovne nizove ko-
ristec´i svoje elemente, slijedi nam slicˇan primjer.
Zadatak 2.2.2.a Prikazane slike su prva i trec´a u nizu, a napravljene su od duzˇina i kvadrata. Sami sebi
probajte verbalno opisati kako napraviti sliku koja c´e biti dio slikovnog niza sastavljena od navedena dva
elementa (moraju biti prvi i trec´i). Koliko duzˇine i kvadrata je potrebno za n-tu sliku u vasˇem poretku?
Koliko c´e > spojeva biti (prva slika ima dva spoja: a i `, dok trec´a slika u nizu ima josˇ > i ⊥ spojeve.)
Slika 12.
Po uzoru na prvu i trec´u sliku konstruirat c´emo drugu da uocˇimo pravilnost i prebrojimo kvadrate i
segmente tj. da pronademo uzorak. Jedan od nacˇina je prikazan u sljedec´oj tablici.
broj kvadrata 1 2·2 3·3
broj duzˇina 2 2·3 + 2 · 1 3·4 + 3 · 3
Broj kvadrata jednak je kvadratu broja slika, te broj duzˇina u redovima jednak je umnosˇku broja slike
u nizu i broja slike uvec´ane za 1, a broj duzˇina u stupcima jednak je umnosˇku broja slike i broja slike
umanjene za 1 tj. ako je broj slike n⇒ n2 je broj kvadrata, a n(n+ 1) +n(n− 1) je broj duzˇina u recima
i stupcima.
Vrlo je vazˇno da se odlucˇimo za pravilo koje generira sve slike u nizu jer ponekad ne postoji jedinstveno
pravilo odredivanja prema nekoliko primjera.
Josˇ jedno od pravila mozˇe biti: susjedni kvadrati su povezani duzˇinoma, te imamo vodec´e i pratec´e
duzˇine na lijevom i desnom kraju slike. Ovo pravilo vrijedi samo za neparno numerirane slike. Za parno
numerirane slike pravilo je da imamo isti broj kvadrata kao na prethodnoj slici, ali s duzˇinama koje vire
s vrhova i dna kvadrat (kao sˇto je prikazano na slici 13.)
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Slika 13.
Ekstremno bi pravilo bilo kada bismo dopustili da se na parnom mjestu nalazi bilo koja slika, sˇto otezˇava
predvidanje broja potrebnih komponenata.
Ponekad razlicˇito izrazˇavanje pravila c´e dati iste slike, a time i isto brojanje. Drugi puta c´e biti drugacˇije
slike, pa c´e se i drugacˇije brojati. Stoga je bitno da se utvrde pravila kako bi tocˇno znali brojati.
Svaki nacˇin organiziranja brojanja ukljucˇuje naglasˇavanje odredenih aspekata (a time ignoriramo druge)
sˇto dovodi do razlicˇitih izraza. Trazˇenje razlicˇitih nacˇina brojanja pojacˇava nasˇe iskustvo jer obicˇno
mozˇemo vidjeti viˇse nacˇina kako nesˇto prebrojati sˇto dovodi k razlicˇitim izrazima poopc´enja. Tako ’Rec
sˇto vidiˇs’ i ’Gledaj sˇto radiˇs’ su zapravo nacˇini na koji obrac´amo pazˇnju na ono sˇto se mijenja (detalje)
i na ono sˇto ostaje isto (struktura), stjecˇemo iskustvo kroz specijalizaciju (radec´i pazˇljivo pojedinacˇne
slucˇajeve) kako bi ih mogli generalizirati.
2.2.3 Mnozˇenje prikazano na mrezˇi
U ovom dijelu smo koristili dijagrame kako bi prikazali razlicˇite matematicˇke fenomene: geometrijske
veze, brojanje koje dolazi od niza slika i sad imamo predlozˇak za aritmeticˇke kalkulacije.
U prvom poglavlju predlozˇena je korisna metoda mnozˇenja. Pr. 32 · 58 mozˇemo zapisati kao
(30 + 2) · (60− 2).
Takoder je dobro prikazati mnozˇenje u mrezˇi, sˇto je jedan korak izmedu mentalne metode i dugacˇkog
mnozˇenja.
Zadatak 2.2.4.a Sˇto je isto, a sˇto razlicˇito kod danih racˇuna?
Slika 14.
Prije nego krenemo stvarati generalizacije, trebamo napraviti sami jedan primjer kako bi otkrili ili pro-
vjerili strukturu. Primijetite da dolje desna c´elija sluzˇi kao provjera aritmetike jer se mozˇe izracˇunati na
dva razlicˇita nacˇina. Ako u desnoj tablici x zamjenimo brojem 10 dobit c´emo lijevu tablicu.
Opc´enito nacˇelo je da se svaki zbroj redaka i zbroj stupaca pridodaje istom konacˇnom rjesˇenju. Racˇuni
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organizirani u tablice nam omoguc´uju laksˇe prac´enje onoga sˇto treba napraviti, ali je korisno imati ’pricˇu’
da kada se ponovno budemo susreli s tablicama da znamo sˇto cˇiniti. Ovo tablicˇno prosˇirenje mentalne
metode formira medukorak izmedu mentalne metode i dugacˇkog mnozˇenja, ali zadrzˇava potenciju na 10
unutar c´elija.
Ucˇenike mozˇemo upoznati s Gelosian tablicom mnozˇenja koja izostavlja potenciju na 10.
Zadatak 2.2.4.b Metoda mnozˇenja prikazana u ovom primjeru naziva se Galosian mnozˇenje. Po cˇemu
su iste, a po cˇemu se razlikuju ova metoda i metoda iz zadatka 2.2.4.a?
Slika 15.
Mnozˇitelj 123 je pomaknut u desno kako bi bilo dovoljno mjesta za odgovor jer se Gelosianovo mnozˇenje
pomicˇe od desnog gore ruba prema lijevom dolje.
Dvoznamenkasti brojevi 07, 19, 31, i 15 su dijagonalne sume unutarnjih c´elija od podebljanog kvadrata,
a jednoznamenkasti brojevi su dobiveni dijagonalnim dopunjavanjem, dodjelom znamenke dijagonalno,
kako je prikazano u tablici desno.
Slika 16.
Ovo dijagonalno dopunjavanje funkcionira samo kada je baza koja se koristi za brojeve ista bazi kao kod
c´elija (baza 10). Stoga prelazimo na algebru, te zadnja faza u ’dijagonalizaciji’ se ne primjenjuje. Ali
ostatak funkcionira u redu, sve dok se unosi u c´eliji tretiraju kao koeficijenti od potenciranja na x, tablica
biljezˇi sve produkte kao koeficijent potenciranja na x.
(7x + 5)(x2 + 2x + 3) = 7x3 + 192 + 31x + 15
Razlicˇiti stupanjevi pouzdanosti s razlicˇitim prikazom igra veliku ulogu jer kada je sva pazˇnja usmje-
rena na detalje tada smo manje svjesni moguc´ih varijacija i generalizacije. Svaki pokusˇaj generalizacije,
svaka svjesnost moguc´ih varijacija ukljucˇuje uvidanje znacˇajki, onih koje se mogu promijeniti i onih koje
ostaju iste, te detektiraju vezu izmedu njih.
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3 Primjeri generalizacije
3.1 Palindrom
Palindrom
Broj kao sˇto je 12321 nazivamo palindrom jer cˇitanjem broja obrnutim redoslijedom (od iza)
i cˇitanjem pravilnim redom (od naprijed) dobijemo isti broj. Moj prijatelj tvrdi da su svi
palindromi s 4 znamenke djeljivi s 11. Je li to istina?
Za pocˇetak:
• Zˇelimi pronac´i neki palindrom s 4 znamenke.
• Vjerujemo li u danu tvrdnju prijatelja?
• Sˇto zˇelimo pokazati?
Jedini razuman nacˇin za pocˇetka je specijalizacija. Zˇelimo dobiti osjec´aj za brojeve koje promatramo.
Navedimo neke od palindroma.
747, 88, 6, . . .
Zadatak se odnosi na cˇetveroznamenkaste palindrome, kao sˇto su:
1221, 3003, 6996, 7557,. . .
Sˇto zˇelimo? Zˇelimo pokazati da su svi takvi palindromi djeljivi s 11.
Pokusˇavajuc´i s konkretnim brojevima pogledamo da li bi tvrdnja prijateja mogla biti tocˇna. No, ne
mozˇmo biti u potpunosti sigurni u njezinu tocˇnost na temelju konkretnih slucˇajeva (specijalizacije) osim
ako c´emo testirati za sve cˇetveroznamenkaste palindrome (oko njih 90). Bolje je pokusˇati dobiti neke od
ideja o uzorku.
Pokusˇajmo nekoliko konkretnih slucˇajeva:
1221 : 11 = 111
3003 : 11 = 273
6996 : 11 = 636
7557 : 11 = 687
Ali ne vidimo neki ocˇiti uzorak u njima. To nas dovodi do vazˇne tocˇke u specijalizaciji. Odabir slucˇajng
primjera je dobar nacˇin za dobivanje ideje o tome sˇto je ukljucˇeno u zadatak i je li nasˇa pretpostavka
tocˇna. No, kada samo u potrazi za uzorkom uspjeh je vjerojatniji ako se specijalizacija vrsˇi sustavno.
Kako mozˇemo biti sustavni u ovom slucˇaju?
• Koji je najmanji cˇetveroznamenkasti palindrom?
• Koji je sljedec´i najmanji?
• Kako se jedan palindrom mozˇe promijeniti u drugi?
Jedan nacˇin je zapocˇeti s najmanjim cˇetveroznamenkastim palindromom (to je 1001) i zatim ih slagati
po velicˇini:
1001, 1111, 1221, 1331, . . .
Provjera prijateljeve izjave:
1001 : 11 = 91
1111 : 11 = 101
1221 : 11 = 111
1331 : 11 = 121
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To ne samo da podrzˇava izjavu prijatelja vec´ nam sugerira puno viˇse. Primijetimo da palindromi svaki
put rastu za 110, te kolicˇnik svaki put raste za 10.
Sada vidimo zasˇto je tvrdnja prijatelja istinita. Razlika izmedu uzastopnih cˇetveroznamenkastih palin-
droma je 110. Najmanji takav palindrom 1001 je djeljiv s 11, kao i 110. Buduc´i da su svi ostali palindromi
dobiveni iz 1001 dodavanjem 110 tada su svi cˇetveroznamenkasti palindromi djeljivi s 11. Izjava je doka-
zana.
Ili nije? Je li rjesˇenje pokriva sve moguc´e slucˇajeve tj. sve cˇetveroznamenkaste palindrome? Pogledajmo
bolje. Ako se svi palindromi mogu konstruirati dodajuc´i 110 broju 1001, onda c´e svi tako dobiveni
brojevi imati 1 kao znamenku jedinice. No, nisu. Npr. 7557 znamenka jedinice je 7. Sˇto je posˇlo po
krivu? Specijalizacija je dovela do uzorka na kojem smo temeljili rjesˇenje (razlika uzastopnih palindroma
je 110), ali ovaj uzorak ne odgovara za sve palindrome jer smo pronasˇli jedan primjer koji ne odgovara
tom uzorku (svi palindromi ne zavrsˇavaju s 1). Problem lezˇi u prebrzom zakljucˇku, na temelju tri razlike.
No specijalizacija nam opet mozˇe pomoc´i ovaj puta za oznacˇavanje slabosti u uzorku.
Pogledajmo danu tablicu:
Ovaj puta c´emo nastaviti opreznije, u raspolozˇenju nevjerice. Cˇini se da se uzorak uzastopnih palindroma
razlikuje za 110, osim kada se znamenke tisuc´ice promjene tada je razlika 11. Ta specijalizacija nam
namec´e da je to osnovni uzorak, daje uvid da uzorak mozˇe biti tocˇan. Sada trazˇimo opc´i razlog zasˇto
novi uzorak vrijedi.
Uzastopni palindromi koji imaju istu znamenku tisuc´ice moraju imati istu znamenku jedinice, da bi bio
palindrom. Tako se brojevi razlikuju samo u trec´oj i drugoj znamenki, gdje su obje vec´e za 1. Dakle,
razlika je 110. Uzastopni palindromi koji se razlikuju u znamenki tisuc´ice nastaju dodavanjem 1001 (za
povec´anje tisuc´ice i jedinice) i oduzimanjem 990 (kako bi smanjili drugu i trec´u znamenku s 9 na 0).
1001− 990 = 11.
U oba slucˇaja razlika je djeljiva s 11. Ako je najmanji cˇetveroznamenkasti palindrom djeljiv s 11, onda
su svi.
Pogledajmo gdje je sve koriˇstena specijalizacija:
• Pomogla nam je da shvatimo pitanje.
• Vodila nas da otkrijemo formu cˇetveroznamenkastih palindroma.
• Da pogledamo je li prijateljeva tvrdnja mozˇe biti tocˇna.
• Sustavna specijalizacija nam je pomogla da nademo uzorak i dobijemo ideju zasˇto je tvrdnja tocˇna.
• Ispitivanje, je li uzorak ispravan ili nije.
Argument dan u rjesˇenju niposˇto nije najelegantniji, ali nasˇ cilj nije elegancija. Prvi pokusˇaj je rijetko
jednak rijesˇenu iz knjige.
Ako smo vjesˇtiji i sigurni sa simbolima tada c´emo za proizvoljan broj koristiti simbol, takvim pristupom
mozˇemo doc´i brzˇe do rjesˇenja. Na primjer, mozˇemo primijetiti da svaki cˇetveroznamenkasti palindrom
ima oblik ABBA gdje su A i B znamenke od 0 do 9. Takav broj mozˇemo zapisati
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1000A + 100B + 10B + A = (1000 + 1) ·A + (100 + 1) ·B
= 1001A + 110B
= 11 · 91A + 11 · 10B
= 11 · (91A + 10B)
Ukoliko ucˇenici imaju problema s prac´enjem ovog slucˇaja mogu ga specijalizirati i pokusˇati uvesti
brojeve umjesto slova (npr. A = 3 I B = 4). Mogu koristiti konkretne vrijednosti za A i B dok ne dobiju
osjec´aj za uzorak izrazˇen u simbolima. Elegantno rjesˇenje kao sˇto je prikazano nema znakova specijalizacije
jer je prikazano pomoc´u simbola. Dan je opc´i uzorak koji se mozˇe primijeniti za sve cˇetveroznamenkaste
palindrome. Medutim, kako bi dosˇli do tog uzorka moramo biti dovoljno vjesˇti s oznakama koje smo
uveli (cˇetveroznamenkasti palindromi s decimalnim zapisom slova A i B). Specijalizacija nam pomazˇe da
razumijemo pitanje (istrazˇimo o cˇemu je pitanje), te stvara osjec´aj sigurnosti i opusˇtenosti u nepoznatim
situacijama.
3.2 Krpanje
Krpanje
Nacrtaj kvadrat i nekoliko crta u bilo kojem rasporedu tako da crte prolaze preko tog kvadrata
i dijele ga na nekoliko podrucˇja. Zadatak je obojiti ta podrucˇja tako da susjedna podrucˇja budu
obojana razlicˇitom bojom. Podrucˇja koja imaju zajednicˇku tocˇku ne smatra se susjednim.
Koliko nam je najmanje boja potrebno da bi obojili takav kvadrat.
Koraci:
• Razjasniti pitanje specijalizirajuc´i zadatak.
• Sˇto znamo? Kako je zadatak konstruiran?
• Sˇto zˇelimo pronac´i?
• Moramo biti sustavni.
Sˇto nas pita pitanje? Pokusˇajmo zapocˇeti primjerom (specijalizacija) kako bi vidjeli sˇto se dogada.
Slika 17.
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Ovih pet crta formira 13 podrucˇja. Znamo da moramo obojiti susjedna podrucˇja razlicˇitom bojom. Ovdje
je jedan nacˇin bojanja s cˇetiri boje:
Slika 18.
Zˇelimo pronac´i minimalan broj boja potrebnih kako bi obojili dan kvadrat. Je li cˇetiri boje minimalan
broj boja koji nam je potreban za bojanje kvadrata. Pokusˇajmo s tri boje.
Slika 19.
Uspjeh! Pokusˇajmo ponovno koristec´i samo dvije boje.
Slika 20.
Opet smo uspjeli. Ocˇito je da jedna boja nije dovoljna, pa zakljucˇujemo da je potrebno najmanje
dvije boje. Kako smo bojali podrucˇja primijetili smo da ’nasuprotna’ podrucˇja bojamo istom bojom
(generalizacija).
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Slika 21.
Hoc´e li dvije boje uvijek biti dovoljne? Provjerimo na sljedec´em primjeru, upotrijebit c´emo dvije boje i
iskoristiti ’nasuprotno’ pravilo (opet specijalizacija).
Slika 22.
AHA! ’Nasuprotno’ pravilo ne funkcionira. Kada su siva podrucˇja obojana ’nasuprotnim’ pravilom,
podrucˇje (1) ne mozˇe biti obojano ni sivo ni bijelo. Ostala podrucˇja imaju isti problem. Ili trebamo viˇse
boja ili odustati od ’nasuprotnog’ pravila. Koji put trebamo slijediti?
Pokusˇajmo ponovno upotrijebiti dvije boje, ali izostaviti ’nasuprotno’ pravilo.
Slika 23.
Kako nam je ovaj pokusˇaj bio uspjesˇan primjec´ujemo da kada obojimo jedno podrucˇje lako je obojati
ostatak. Podrucˇju susjednom od obojenog podrucˇja treba biti dodijeljena druga boja - ’susjedno’ pravilo.
Odustali smo od ’nasuprotnog’ pravila, ali sada pretpostavljamo da svaki raspored podrucˇja mozˇe biti
obojano s najmanje dvije boje (generaliziranje onoga sˇto bi mogla biti istina).
U ovom trenutku nemamo puno dokaza za tu pretpostavku. Kako se mozˇemo uvjeriti da ta pretpostavka
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vrijedi? Sustavnom specijalizacijom.
Jedna crta:
Slika 24.
Dvije crte:
Slika 25.
Tri crte:
Slika 26.
Kako smo radili sustavno, gledajuc´i sˇto se dogada kada dodamo novu crtu uocˇili smo zasˇto su nam dvije
boje uvijek dovoljne. Kada dodamo novu crtu neka stara podrucˇja podijeljena su na dva dijela. Tada
jedna strana (nastala dodavanjem nove crte) ostaje isto obojana, dok druga strana (nove crte) mora
promijeniti boje podrucˇja. Pogledajmo kako to funkcionira s tri crte:
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Slika 27.
Ponovno provjerimo. Testirajmo metodu pokusˇavajuc´i obojiti prvi primjer.
Slika 28.
Ova metoda funkcionira na ovom primjeru. Cijeli kvadrat je ispravno obojan jer
• svako podrucˇje pored nove crte ispravno je obojano jer su susjedna podrucˇja obojana drugom bojom
u odnosu na prethodno bojanje.
• susjedna podrucˇja uz nove crte su takoder drugacˇije obojana.
Tako je cijeli kvadrat s dobnim novim crtama ispravno obojan.
Je li to bila samo srec´a da je nasˇ novi nacˇin dao isto bojanje kao pravi pokusˇaj? Sˇto bi se dogo-
dilo kada bi crte dodali drukcˇijim redoslijedom? Bi li to dalo drugacˇije bojanje? Sˇto ako ravne crte
zamijenimo zakrivljenim? Pogledajmo neke od navedenih pitanja jer je to samo postavljenje rezultata u
sˇirem kontekstu da ga razumijemo u potpunosti.
Druga tehnika za razumijevanje cijelog rjesˇenja je da dobro pogledamo sˇto smo ucˇinili. Biljesˇke koje
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vodimo tokom rjesˇavanja problema su vrlo bitne jer nam mogu pomoc´i. Izuzetno je vazˇno pogledati sˇto
smo sami napravili. Kada su biljesˇke zapisane mozˇemo ih kriticˇki ispitati na nacˇin koji nije moguc´ ako
ih pamtimo samo u glavi jer puno toga sˇto smo radili tokom rjesˇavanja problema zaboravimo.
Pogledajmo gdje smo koristili specijalizaciju:
• nasumicˇni odabir uzorka, kako bi dobili osjec´aj za dani problem
• sustavna specijalizacija, kako bi pripremili podrucˇje za generalizaciju
• testiranje generalizacije
Rjesˇenje takoder prikazuje nekoliko nacˇina kako koristiti generalizaciju. Generaliziranje specijalnih re-
zultata vodi nas do pretpostavke da svako podrucˇje mozˇe biti obojano s dvije razlicˇite boje. Takoder,
nas generaliziranje vodi do ’nasuprotnog’ pravila (koje je bilo netocˇno) i do ’susjednog’ pravila (koje se
pokazalo tocˇnim), a na kraju smo tehniku bojanja temeljili na uvodenju crte po crte.
3.3 Klinovi
Klinovi
Deset klinova od dvije boje postavljenja su u nizu od 11 rupa kao sˇto je prikazano. Zˇelimo
zamijeniti crne i bijele klinove, ali je dopusˇteno samo da se klinovi pomaknu u susjednu rupu
ili da preskocˇe jedan klin. Je li moguc´e napraviti tu razmjenu? Koliki je najmanji broj poteza?
Slika 30. (vidi [2,str. 52])
Prvo c´emo pokusˇati napraviti razmjenu jer zˇelimo saznati je li to moguc´e. Nakon par pokusˇaja imamo na
umu nekoliko pravila koja smo uocˇili, ali moramo biti sigurni je li ono tocˇno, isprobavajuc´i ga. Mozˇemo
uvesti pravilo da nam se klinovi ne mogu kretati unatrag. Strategija koja cˇuva jednu boju zajedno nec´e
raditi jer dobijemo prostor koji ne mozˇemo iskoristiti. Pokusˇajmo specijalizirati slucˇaj. Sˇto bi bila spe-
cijalizacija u ovom kontekstu? Pokusˇajmo krenuti s manje klinova. S jednim klinom sa svake strane je
lako. Slijedimo vlastite upute i sustavni biljezˇimo sˇto radimo.
Oznacˇimo crni klin s C, a bijeli s B i praznu rupu oznacˇit c´emo s .
Pocˇetak C B
klizanje C ide desno C B
preskok B ide lijevo B C
klizanje C ide desno B C
Sada pokusˇajmo s cˇetiri klina.
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Pocˇetak C C B B
klizanje C ide desno C C B B
preskok B ide lijevo C B C B
klizanje C ide desno C B C B
preskok B ide lijevo B C C B
Strategija koju smo sad koristili ostavlja dva klina iste boje jedan pored drugog i tada smo blokirani.
AHA! Nasˇa strategija mora imati veze s odrzˇavanjem razlicˇitih boja tj. susjedni klinovi moraju biti
razlicˇite boje (pretpostavka). Nakon par pokusˇaja otkrijemo kako slijedi to nacˇelo i kako obavljamo raz-
mjenu s dva klina na svakoj strani.
1 C C B B
2 C C B B
3 C B C B
4 C B C B
5 C B B C
6 B C B C
7 B C B C
8 B B C C
9 B B C C
Sad mozˇemo probati s viˇse klinova i vidjeti da li isti princip radi. Mozˇemo napraviti razmjenu, iako
josˇ uvijek nismo sigurni u nasˇu metodu. Trebamo ju zapisati i pazˇljivo je provjeriti.
Napravili smo dovoljno primjera da vidimo zasˇto se to dogada. Sada se mozˇemo pitati koliko je poteza
potrebno.
Napravimo tablicu. Izbrojimo koliko je potrebno poteza da zavrsˇimo s prebacivanjem klinova.
Broj klinova na svakoj strani Minimalni broj poteza
1 3
2 8
3 15
4 24
5 35
Dakle, minimalni broj poteza za 5 klinova na svakoj strani je 35 poteza, ali zˇelimo znati minimalan
broj poteza za bilo koji broj klinova (na jednoj strani). Gledajuc´i uzorak broj poteza vodi nas do pret-
postavke: broj poteza uvijek za jedan manji od kvadrata broja klinova (na jednoj strani) +1. Zasˇto basˇ
kvadrata od (klin + 1)? 6 klinova treba dati (7 · 7)− 1 kao minimalan broj poteza.
Mozˇemo izraziti generalizaciju:
broj poteza = (k + 1)2 − 1
gdje je k broj klinova na svakoj strani.
Zanima nas odgovor na pitanje ’Zasˇto?’ Zˇelimo objasniti uzorak koji smo nasˇli, ali kako mozˇemo saznati
viˇse? Pokusˇajmo sa specijalizacijom. Pogledajmo pazˇljivije poteze. Imamo dvije razlicˇite vrste poteza:
klizanje i preskok. Potrazˇimo uzorak u svakom od njih tj. vratimo se na pocˇetak i prebrojimo klizanje i
preskoke (odvojeno).
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Broj klinova na svakoj strani Broj klizanja Broj skokova
1 2 1
2 4 4
3 6 9
4 8 16
5 10 25
AHA! Pogledajmo. Broj skokova je kvadrat broja klinova na svakoj strani, a broj klizanja jednak je
ukupnom broju klinova. Ali zasˇto? Ne mozˇemo biti u potpunosti zadovoljni uzorkom (koji je najuvjer-
ljiviji, ali josˇ uvijek je pretpostavka) jer trebamo otkriti vezu izmedu pravila i brojeva.
Ako pogledamo bolje vidimo da broj klizanja plus broj skokova mora biti jednak broju mjesta (pozicija)
koje klinovi moraju prijec´i.
S C B svaki klin se mora pomaknuti 2 mjesta, sˇto ukupno daje 4 mjesta.
S C C B B svaki klin se mora pomaknuti 3 mjesta, sˇto ukupno daje 12 mjesta.
S C C C B B B svaki klin se mora pomaknuti 4 mjesta, sˇto ukupno daje 24 mjesta.
Sada je uzorak jasniji. Ako je broj klinova sa svake strane k tada se svaki klin pomakne (k + 1) mjesta.
Prema tome je ukupno
2 · k · (k + 1)
mjesta. Rijesˇili smo i provjerili pomoc´no pitanje, ali kakve veze ima s pravim pitanjem?
Koliko imamo skokova? Svaki klin mora proc´i sve klinove druge boje. Svaki puta kada se to dogodi
potreban je skok. Tako svaki bijel klin mora preskocˇiti ili biti preskocˇen od strane svakog crnog klina,
tako da je svaki bijeli klin ima k skokova, kao i crni klin. Tada sveukupno imamo k · k skokova (sˇto smo
uocˇili u posljednjoj tablici).
Sˇto sve znamo?
Ukupan broj mjesta = 2 · k · (k + 1)
Ukupan broj skokova = klin · klin
Svaki skok se broji kao dva mjesta.
Ukupan broj mjesta = broj klizanja + 2 · broj skokova
Broj klizanja = ukupan broj mjesta− 2 · broj skokova
= 2 · k · (k + 1)− 2 · k2
= 2 · k
Sada mozˇemo pronac´i ukupan broj poteza
Ukupan broj poteza = skokovi + klizanje
= k2 + 2 · k
= k · (k + 2)
Kljucˇna ideja nije bila zadovoljavajuc´a za uzorak, trazˇec´i razlog zasˇto bi pretpostavka mogla biti tocˇna
dovelo nas je do rastavljanja ideje na manje dijelove (klizanje i skokove). Kljucˇni trenutak je bio kada
smo shvatili koliko smo cˇesto iˇsli dalje bez opreza i preciznosti. Sˇto bi u buduc´nosti trebali raditi.
Ako pogledamo rjesˇenje, otkrivamo da je pretpostavka o broja poteza zapocˇela s
(k + 1)2 − 1
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ali je zavrsˇila s
k · (k + 2)
Dakle,
(k + 1)2 − 1 = (k + 1) · (k + 1)− 1
= k · k + 2 · k
nakon svega ta dva izraza su jednaka. Nije lako primijetiti takve detalje, stoga je bitno da uzmemo
vremena za temeljit pregled.
Ako provjerimo rjesˇenje vidjet c´emo da nismo jasno izdvojili zasˇto ovaj izracˇun daje minimalan broj
poteza. Niti smo razmiˇsljali o odnosu izmedu nasˇe strategije i minimalnog broja poteza. Buduc´i da
je ukupan broj mjesta fiksan i klinovi se ne krec´u unatrag broj poteza c´e biti minimalan, kada je broj
skokova maksimalan. Jedini nacˇin da se povec´a broj skokova je kada bi klinovi preskakali klinove iste
boje, ali ta razmijene nam ne bi dala uspjeh.
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Zakljucˇak
Cilj ovog diploskog rada je potaknuti cˇitatelje da sudjeluju u zadacima i time razvijaju matematicˇko
miˇsljenje, te nastavnicima ponuditi ideju za poticanjem generalizacije u nastavi. Jedna od pretpostavki
u ovom radu je da svatko viˇse uzˇiva u razvijanju vlastitih zadataka, nego u obavljanju rutinskih zadataka
koji ne nude moguc´nost vlastitog izbora ili inicijative. Uocˇavanje i otkrivanje uzoraka je dio ljudske
intuicije tj. dio ljudske prirode.
Stoga je bitno da ucˇitelji imaju ideju o moguc´nostima koje im nude zadaci ili nastavne jedinice.
Ohrabrujuc´i ucˇenike da konstruiraju vlastite primjere, kako bi pojacˇali njihovu kreativnost te kako bi
postali svjesni raspona moguc´nosti koje mogu birati, da bi razvili smisao za generalizaciju. Vrlo je bitno
ucˇenicima pruzˇiti izazov, ali da taj izazov bude izvediv, no ne i prelagan. Vazˇno je ucˇenicima podic´i
svijest o opsegu generalizacije i snazi njezinog koriˇstenja, ne samo u algebri, nego u svim podrucˇjima
matematike. Ucˇenici c´e postati vjesˇtiji u objasˇnjavanju i opravdavanju svog miˇsljenja, a takva matematika
c´e imati smisla, kao sˇto bi ona zapravo i trebala biti za ucˇenike - razumna i smislena. Ukoliko nastavnici
nisu svjesni njezine prisutnosti i vazˇnosti da ucˇenici rade na izrazˇavanju vlastite generalizacije, tada
zanemaruju razvijanje matematicˇkog miˇsljenja, jer je generalizacija vazˇan korak u njegovom razvijanju .
Svjesnost te cˇinjenice i moguc´nosti da se uklopi u nastavu je vrlo vazˇan cilj matematike.
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Sazˇetak
Cilj ovog diplomskog rada je potaknuti cˇitatelje da sudjeluju u zadacima i time razvijaju matematicˇko
miˇsljenje. Prolazec´i kroz dane zadatke namijenjene ucˇenicima i nastavnicima, upoznajemo se s generali-
zacijom. Ona omoguc´uje da ucˇenici tokom rjesˇavanja zadataka, razmiˇsljaju o sebi na novi nacˇin i time
naucˇe uspjesˇnije prevladavati potesˇkoc´e u matematici i oslanjati se na vjesˇtine koje imaju svi ucˇenici. U
posljednjem dijelu rada, nalaze se detaljno rijesˇeni zadaci, koji nam daju smjernice kako razmiˇsljati kada
zapnemo u zadatku.
Generalization
Summary The purpose of this thesis is to encourage readers to participate, problem solving and the
develop mathematical thinking. Going through the given tasks designed for students and teachers with
witch we are introduced to generalization, enables students to think of themselves, in new way, while
solving tasks and by doing so, they are learning how to successfully overcome difficulties in mathematics
and how to rely on the skills known to all students. In the last part of the thesis, there are step by step
solutions which are used as guidelines on how to think when stuck on a problem.
Keywords: Generalization, specialization, pattern
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